Nominal-, Ordinal-, Verhaltnis- und Intervallskalen

Vorgangig einige Begriffe aus der Mengenlehre:
Definition 1: y ist ein geordnetes Paar genau dann, wenn y = (x,z) = {{x},{x,z}}

Geordnete Paare dienen dazu, Ordnung auszudriicken. Geordnete Paare kdnnen
ineinander geschachtelt werden: ((x,y),z). Wir schreiben dafur (x,y,z) (= Tripel).

(((x,),2),u) = (x,y,z,u) (= 4-Tupel).

Definition 2: A4 ist eine Relation genau dann, wenn fir alle x gilt, wenn x € 4, dann
gibt es ein y und ein z, so dass (y,z) = x.

Eine Relation ist somit eine Menge, die nur geordnete Paare enthalt. Wenn 4 eine
Relation ist, schreiben wir statt (x,y) € 4 auch 4xy. Mengen von Tripeln nennen wir
dreistellige Relationen, Mengen von 4-Tupeln nennen wir vierstellige Relationen.
Fur (x,y,z) € 4 schreiben wir auch Axyz. Analog fur vierstellige Relationen Axyzu.

Definition 3: 4 ist eine Relation auf M genau dann, wenn fir alle (x,y) € 4 gilt:
x,yeM

Definition 4: 4 ist eine Relation von B nach C genau dann, wenn fur alle (x,y) € 4
gilt, x e Bund y € C.

Definition 5: X ist eine Aquivalenzrelation auf M genau dann, wenn K eine
Relation auf M ist und fur alle Elemente x,y,z von M qgilt:

(a) Reflexivitat fur K: Kxx

(b) Symmetrie fur K: Wenn Kxy, dann Kyx

(c) Transititivitat fir K: Wenn Kxy und Kyz, dann Kxz.

Definition 5a: A4 ist in M verknupft genau dann, wenn 4 eine Relation auf M ist und
fur alle x,x € M gilt: es gibt ein geordnetes Paar (x,y) oder (y,x) € A.

Aquivalenzrelationen werden durch spezifische zweistellige Pradikate bestimmt.
Einstellige Pradikate sind Ausdrlcke, die wir jeweils von einem Gegenstand
aussagen (z.B. "ist eine Blume", "ist ein Mensch", "ist eine Zahl", "ist grin", "geht
nach Hause"). Zweistellige Pradikate sind Ausdrlcke, die wir jeweils von zwei

Gegenstanden aussagen (z.B. "ist Vater von", "ist Mutter von", "ist dasselbe wie",

"ist Teilmenge von", "ist Elemente von", "ist grosser als", "ist Grossvater von").

Das zweistellige Pradikate "hat das selbe Geschlecht wie" bestimmt eine
Agivalenzrelation etwa auf die Menge der Menschen, namlich {(x,y) : x hat
dasselbe Geschlecht wie y}: Zur Uberpriifung der Behauptung: (a) jede Person hat
das gleiche Geschlecht wie sie selber. (b) Wenn x dasselbe Geschlecht hat wie y,
hat y dasselbe Geschlecht wie x. (c) Wenn x dasselbe Geschlecht hat wie y und y
dasselbe wie z, hat x dasselbe Geschlecht wie z. (a) - (c) der Definition 5 werden
also erfullt.

Eine Aquivalenzrelation R auf eine Menge 4 "zerlegt" die Menge 4 in Teilmengen
B;von 4,sodass | JB; =A4und B,NB; = @ furi=+j,1<i,;<n Die Menge dieser
i=1

Teilmengen nennen wir "R-Zerlegung von 4". Ein Beispiel: "hat dasselbe
Geschlecht wie" zerlegt die Menge der Menschen in die Menge der Frauen und in
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die Menge der Manner. Jeder Mann hat dasselbe Geschlecht wie jeder andere,
jede Frau hat dasselbe Geschlecht wie jede andere. Kein Mann hat dasselbe
Geschlecht wie eine Frau (und umgekehrt). Die Vereinigungsmenge der Menge der
Manner und der Frauen ist die Menge der Menschen. Die Schnittmenge der Menge
der Manner und der Frauen ist leer.

Definition 6: f'ist eine Funktion von 4 nach B genau dann, wenn feine Relation
von 4 nach B ist und fur alle x,y,z gilt: wenn (x,y) € fund (x,z) € f, dann z = y.

Eine Funktion ist somit eine Relation, die Elementen von 4 hochstens ein Element
von B zuordnet. Statt (x,y) € f'schreiben wir auch f(x) = y.

Definition 6a: f'ist eine Abbildung von 4 nach B genau dann, wenn f'eine Funktion
istund 4 = {x : (x,y) € f}

Eine Abbildung ist somit eine Funktion, die allen Elementen von 4 ein Element von
B zuordnet.

I. Nominalskala uber M
M ist eine Menge von Gegenstanden, die gemessen werden sollen.

Definition 7: fist eine Nominalskala Uber M genau dann, wenn feine Abbildung
von M in die Menge der rationalen Zahlen ist und es eine Relation K auf M gibt, so
dass fur alle x,y von M qilt:

(1) K ist eine Aquivalenzrelation auf M und KX ist in M verknUpft.
(5) f (x) = fly) genau dann, wenn Kxy

Beispiele: M = die Menge der Menschen. K = "hat dasselbe Geschlecht wie". K
zerlegt M in zwei Mengen H und F. Wir ordnen allen Elementen von H eine
bestimmte, willkirlich gewahlte Zahl zu und allen Elementen von F eine bestimmte
andere, willkurlich gewahlte Zahl zu. Eine solche Zuordnung erfullt (5). Damit wird
ersichtlich: algebraische Relationen zwischen den Zahlen dricken bei
Nominalskalen keine Beziehungen zwischen den Elementen der Menge H und F
aus (Wenn f(x) # g(x) wissen wir allerdings, dass x und y nicht in der Relation K
zueinander stehen und wenn f{x) = g(x) wissen wir, dass Kxy).

Ein weiteres Beispiel: M = die Menge der Lebewesen, K = "gehort zur selben Art
wie". K zerlegt die Menge der Lebewesen in die Arten. Den Elementen jeder Art 4;
wird genau eine Zahl zugeordnet. Den Elementen von 4; und 4;, j # i , werden
unterschiedliche Zahlen zugeordnet.

Um geeignete Pradikate einfiihren zu kdnnen, die eine Aquivalenzrelation
bestimmen, missen vorgangig oft Klassifikationen von M vorgenommen werden.
Mochten wir das Pradikate "gehort zur selben Einkommensklasse wie" zur
Festlegung einer Aquivalenzrelation verwenden, miissen wir im voraus die
Grenzen der Einkommensklassen bestimmen.

Bei Nominalskalen ist zu beachten, dass alle Elemente von M einer Teilmenge
zugeordnet werden missen und dass die Zuordnung eindeutig ist (die paarweise
Schnittmenge von Teilmengen muss leer sein). Nominalskalen spielen etwa in der
Soziologie eine grosse Rolle. Nominalskalierte Daten werden bei
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Chi-Quadrat-Tests (beide Achsen) und bei der Varianzanalyse (x-Achse)
verwendet. Zulassige Transformation auf Nominalskalen: Zuordnung von anderen
Zahlen, sofern die Bedingung (5) nicht verletzt wird. Median und Mittelwert sind
nicht bildbar, hingegen ist der Modalwert angebbar (= das Element der
R-Zerlegung von M, das am meisten Elemente aufweist).

Il. Ordinalskala tiber M

Definition 8: (K, V, M) ist eine Quasiordnung genau dann, wenn K und
Relationen auf M sind, derart dass fur alle Elemente x,y und z von M gilt:

(1) K ist eine Aquivalenzrelation auf M

(2) Transitivitat far 7: Wenn Vxy und Vyz, dann Vxz

(3) K schliesst V" aus: Wenn Kxy, dann nicht Vxy.

(4) Verknupftheit von M bezuglich K und V: Wenn x,y,z Elemente von M sind, dann
Kxy oder Vxy oder Vyx

Definition 9: fist eine Ordinalskala Uber M genau dann, wenn es Relationen K und
V auf M gibt, derart dass (X, V', M) eine Quasiordnung ist und f'eine Abbildung von
M in die Menge der rationalen Zahlen ist und fur fund fur alle x,y von M gilt:

(5) f (x) = fly) genau dann, wenn Kxy
(6) Vxy genau dann, wenn f'(x) > f(y)

Somit gilt: Auf eine Menge M von Gegenstanden ist eine Ordinalskala definierbar,
wenn auf ihr eine Quasiordnung definierbar ist.

Auf eine Menge M von Gegenstanden ist eine Quasiordnung definierbar, wenn es
gelingt, Uber M eine Interpretation von K und ¥ zu finden, derart dass (1)-(4) gelten.
Eine solche Interpretation muss Kriterien bereitstellen, die eindeutig entscheiden
lassen, ob Kxy oder Vxy oder Vyx. In den empirischen Wissenschaften mussen
solche Kritierien empirischer Art sein.

Beispiel 1: Gewichtmessen: M sei die Menge der physikalischen Objekte mittlerer
Grosse wie Balle, Stiihle, Apfel, usw. Um auf diese Menge eine Quasiordnung zu
definieren, verwenden wir eine Waage mit Waagschalen und gleich langen Hebeln,
so dass der Hebel waagrecht liegt. Wir interpretieren die Relationen K und 7 nun
wie folgt:

"Kxy genau dann, wenn (1) x auf die rechte Schale gelegt und y auf die linke
Schale gelegt den Hebel waagrecht belasst oder (2) wenn y = x."

"Vxy genau dann, wenn x auf die rechte Schale gelegt und y auf die linke Schale
gelegt den Hebel rechts senkt (und links hebt). "

Es lasst sich nun teilweise logisch, teilweise empirisch Uberprufen (dies sei dem
Leser Uberlassen), dass (1)-(4) bezlglich (K, V, M) gelten. Somit ist (K, V, M) bei der
vorgenommenen Interpretation eine Quasiordnung. Entsprechend lasst sich auf M
eine Ordinalskala definieren. Eine entsprechende Konstruktionsvorschrift kdnnte
lauten:

(a) Wahle einen beliebigen Gegenstand aus M und ordne ihm eine beliebige Zahl
Zu.
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(b) Ordne jedem Gegenstand x aus M eine hohere Zahl zu als y, wenn Vxy und
ordne x eine kleinere Zahl als y, wenn Vyx.

(c) Ordne Gegenstanden x,y aus M dieselbe Zahl zu, wenn Kxy.

(Anmerkung: auf das betrachtete M Iasst sich auch eine hohere Messskala
definieren, wie in Kurze gezeigt wird).

Bespiel 2: Notengebung: M ist die Menge der Prifungen, die abgelegt wurden. K
bedeutet "ist gleich gut wie" und 7 bedeutet "ist besser als". Die Satze (1) — (4)
sind nun scheinbar gultig: Jede Prufung ist gleich gut wie sie selber. Wenn eine
Prifung x gleich gut wie y ist, so ist y gleich gut wie x. Wenn die Prtfung x gleich
gut ist wie y und y gleich gut wie z ist, dann ist x gleich gut wie z. Wenn die Prufung
x besser als y ist und y besser als z ist, dann ist x besser als z. Wenn x gleich gut ist
wie z, dann ist x nicht besser als z. Jede Prufung x ist gleich gut wie y oder besser
als y oder y ist besser als x. Somit ist - laut Definition - die Glte von Prifungen auf
einer Ordinalskala messbar. Es |asst sich z.B. eine Skala f'auf das Intervall [0, 6]
festlegen, so dass besseren Leistungen hdhere Zahlen zugeordnet werden und
gleichguten dieselben Zahlen. Allerdings muss bei diesem Beispiel beachtet
werden, dass intersubjektive, empirische Kriterien fur die Pradikate "ist besser als"
und "ist gleich gut wie" fehlen, d.h. Objektivitat, Reliabilitdt und Validitat der
entsprechenden Ordinalmessungen sind fragwurdig.

Durch die Konstruktionsvorschriften von f wird keine bestimmte Funktion
festgelegt. Wir nehmen an, ferfulle die Vorschriften (5) — (6). Dann gilt. jede
Transformation g(f(x)) erfullt (5) — (6), wenn fur alle x und y gilt: g(fix)) > g(f(»))
genau dann, wenn f(x) > f(y), d.h. wenn g strikt monoton steigend ist [Einige
mdgliche Transformationen: Logarithmieren aller f{x), lineare Transformation mit
positiver Steigung: g(fix)) = afilx)+b (a > 0)]

Bei Ordinalskalen lassen sich Mittelwert und Standardabweichung in Bezug auf M,
K und ¥ nicht sinnvoll interpretieren. Dies kann ein kleines Beispiel bezuglich des
Mittelwertes verdeutlichen: Wir betrachten eine Menge M, die x, y und z als
Elemente enthalt. Wir haben eine Interpretation von J vorgenommen, so dass Vxy,
Vyz und (1)-(4) gelte. Wir kdnnen nun x 2 zuordnen, y 3 und z 7. Der arithmetische
Mittelwert wirde somit 4 betragen (héher als der Wert, der y zugeordnet wird). Die
folgende Skala wirde ebenfalls (5)-(6) gentgen: x wird 1 zugeordnet, y 8 und z 9.
Der Mittelwert ist nun 6 und damit tiefer als der y zugeordnete Wert. Damit erweist
sich der Mittelwert als Vergleichsbasis fur einzelne Werte als ungeeignet. Da in die
Berechnung der Standardabweichung der Mittelwert einfliesst, Ubertragen sich die
Schwierigkeiten mit dem Mittelwert auf die Standardabweichung. In Bezug auf
Ordinalskalen lasst sich der Medianwert bestimmen (die Zahl «, derart dass gilt, die
Anzahl der f(x) < a ist die Halfte der Anzahl von M).

lll. Metrische Skalen

Definition 10: fist eine metrische Skala Uber M genau dann, wenn es Relationen
K und V auf M gibt, derart dass (K, V, M) eine Quasiordnung ist und f'eine
Abbildung von M in die Menge der rationalen Zahlen ist und fur fund alle x,y von M
gilt:

(5) Kxy genau dann, wenn f{(x) = f(y)
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(6) Vxy genau dann, wenn f(x) > f(y)
(7) fx o y) = flx) + f{y) (Additionsprinzip)

Kommentar zu (7): "o" symbolisiert eine empirische Verknupfungsoperation, die aus
je zwei Objekten x und y ein neues Objekt z (= x o y) "baut", das ebenfalls Element
aus M ist. Bei der Gewichtsmessung beinhaltet diese etwa, dass ein Element aus
M zu einem anderen Element aus M auf die Waagschale gelegt wird. Dadurch
entsteht ein neues Element aus M, dem f'einen Zahlenwert zuordnet. Bei der
Langenmessung beinhaltet die empirische Verknlpfungsoperation, dass zwei
Gegenstande aus M mit geraden Seiten auf einer gedachten oder gezeichneten
Geraden aneinander gelegt werden. Dem dadurch geschaffenen neuen
Gegenstand aus M wird durch f'eine Zahl zugeordnet. (7) besagt somit, dass die
Zahl, die durch fx o y zugeordnet wird, der Summe der Zahlen entspricht, die durch
fx und y zugeordnet werden. Ob eine empirische Verknupfungsoperation existiert,
derart dass (7) gilt, ist eine empirische Frage. Es gibt Bereiche, wo solche
empirische Operationen nicht aufgefunden werden kénnen. Zur Uberpriifung der
Gultigkeit von (7), kann folgendes Theorem verwendet werden:

Theorem 1: Wenn (7) gilt, dann gilt: (a) x o y steht in der Relation K zu y o x.
(Kommutativitdt der Operation beziiglich K)

(b) x o (y o z) steht in der Relation K zu (x o y) o z
(Assoziativitdt der Operation beziiglich K)

(c) Wenn Kvx und Kyz, dann steht v o y in der Relation K zu x o z (das entsprechende Gesetz
beziiglich der Addition lautet: wenna = bund ¢ = d, danna +c = b + d)

(d) Wenn Kvx und Vyz, dann steht v o y in der Relation V' zu x o z (das entsprechende Gesetz
beziiglich der Addition lautet: wenn ¢ = dund a > b, dannc+a > d + b)

(e) Wenn Vvx und Vyz, dann steht v o y in der Relation V' zu x o z (das entsprechende Gesetz
beziiglich der Addition lautet: wenna > bund ¢ > d,danna +c > b+ ¢).

Beweis von (a): Laut (7) gilt flx o y) = fix) + fAy) und f{y o x) = ly) + fix). Da
fx) +fly) = fy) + fix), gilt auch flx o y) = f{y o x), und damit laut (5): x o y steht in der
Relation K zu y o x. Die Ubrigen Beweise seien dem Leser Uberlassen.

Gilt nun mindestens einer der Satze (a) - (e) bezuglich der Gegenstande
mindestens einer Teilmenge von M nicht, so gilt (7) nicht.

Es gibt verschiedene metrische Skalen: Absolutskale (z.B. beim Zahlen von
Objekten; Anzahl Kinder pro Familie, Anzahl Zimmer pro Wohnung, etc.).
Verhaltnisskala, Intervallskale, etc. In der Statistik werden diese Skalen auf
dieselbe Art behandelt. Trotzdem folgen noch ein paar Bemerkungen zu zweien
dieser Skalen:

Verhaltnisskala liber M (Ratioskala, Rationalskala)

Definition 10a: fist eine Verhaltnisskala Gber M genau dann, wenn feine
metrische Skala ist und es (8) ein k gibt, derart dass f{(k) = 1 (oder eine andere
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Konstante).

Kommentar zu (8): einem beliebigen Gegenstand aus M wird die Zahl 1 zugeordnet
(z.B. dem Urmeter in Paris). Auf Grund des Additionsprinzips und der
Zuschreibung von 1 zu einem k, kann nun jedem Element aus M eindeutig eine
Zahl zugeordnet werden.

Beispiel 3: Gewichtsmessung. "x o y" deuten wir als "x wird auf dieselbe
Waagschale gelegt wie y". Wir wahlen ein beliebiges & aus M und ordnen diesem 1
zu. Als nachstes bestimmen wir beispielhaft das Gewicht flr verschiedene
Gegenstande aus M: Wir nehmen an, fur y gelte: Kyk. Laut (5) gilt somit, y ist 1
zugeordnet. fordnet somit laut (7) £ o y die Zahl 2 zu. Entsprechend wird einem
Gegenstand, der £ und y aufwiegt die Zahl 2 zugeordnet. Wiegt ein Gegenstand z
koy[f(y) = 2] auf, soist f(z) = 3. Zwei Gegenstanden, denen 2 zugeordnet wird,
wird zusammen 4 zugeordnet. usw. Mit diesem Messverfahren, kdnnen wir die
Messzahlen von Objekten x finden, derart dass f{x) = nf(k) = n (n > 1) ist. Um
auch die Messzahlen fur beliebige andere Objekte zu finden, betrachten wir zuerst
Gegenstande x, so dass Vkx.

Fur Gegenstande x, Vkx, gibt es zwei Falle zu betrachten: 1.Fall: Fir das Objekt x
aus M (mit Vkx) gibt es n — 1 Objekte y; (1 < i < n—1) so dass fur alle y; gilt: Kxy;
und y; o...oy, o x steht in der Relation K zu k. Die Gewichtsmasszahl von x ist dann
@ = L. 2. Fall: Die Gewichtsmasszahl von x lasst sich nicht als Bruch 1
darstellen. In diesem Fall kdbnnen wir das Gewicht von x (mit Vkx) als Summe von
Gewichtsmasszahlen von Gegenstanden y; darstellen, die sich nach Fall 1
bestimmen lassen. Fur y; o...oy, muss gelten: y; o...oy, steht in der Relation K zu
x. Entsprechend ist dann f{x) = f(y1) +...+f(y,). Somit konnen wir die Messzahlen
fur beliebige Objekte x, mit Vkx, festlegen. Damit lassen sich dann die Messzahlen
von beliebigen Gegenstanden x, mit Vxk, bestimmen. Solche Messzahlen sind als
Summe der Messzahlen f(y1) +...+f(y.) zu bilden, wobei y; o...op, in der Relation K
zu x stehen muss. Diese Messmethode setzt voraus, dass es genugend viele
(entsprechend unterschiedlich abgestufte) Objekte y; in M gibt, so dass fur jedes x
gilt: x steht in der Relation K zu y o...0y,. Diese Voraussetzung wird
"Kommensurabilitatsvoraussetzung" genannt.

Als Beispiel fiir die empirische Uberpriifung von (7) betrachten wir den folgenden
Fall: Einem Gegenstand x aus M sei die Zahl 4 zugeordnet, da gilt f{y) = 2, f(z) = 2
und y o z steht in der Relation K zu x. Wir betrachten 3 Gegenstande y, z und v,
derart dass Kky, Kkz, Kkv. Gilt (7), muss gelten: x steht in der Relation K zu
koyozov. Letzteres lasst sich empirisch Uberprufen. Haben wir viele solcher
Einzelfalle Uberprift (zudem etwa auch konkrete Instanzen von (b) bis (e)),
nehmen wir als gut bestatigte empirische Hypothese an, dass (7) gelte.

Beispiel 4: Notengebung: In bezug auf die Notengebung lasst sich schwerlich eine
Operation finden, die (7) und die damit einhergehenden Folgen (a) - (e) erfullt.
Entsprechend stellt eine Notenskala keine Verhaltnisskala dar.

Die Wahl von k ist willkurlich. Entsprechend gibt es, sofern es eine Verhaltnisskala
fauf M bezuglich K und ¥ gibt, soviele Verhaltnisskalen auf M bezlglich K und 7,
wie es Elemente von M gibt. Wir nehmen an, g und f seien Verhaltnisskalen auf M
bezuglich K und ¥ mit den Eichwerten krund k,. f(k,) ist der Wert, der dem
Eichwert der g-Skala in der f-Skala zugeordnet wird. Damit gilt dann:
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fx) = flke)g(x) sowie g(x) = g(k)f(x). Daraus folgt: g(x) = j@j;) und f(x) = gg((—kj)

Beispiel: Wir nehmen an, g(x) = 5 und f{k;) = . Damitistf{x) = = -5 = & = 3.
3333

[ij=]

Fir beliebige Verhaltnisskalen f'und g auf M bezuglich K und V gilt somit, dass 1
aus g durch die Multiplikation mit einer Konstanten a« gewonnen werden kann: die
Konstante ist identisch mit f{(k;). Entsprechend gilt, dass Zahlenverhaltnisse
zwischen Messwerten in einer Skala den Zahlenverhaltnissen in der anderen Skala
entsprechen. Betrachten wir das Verhaltnis £ Laut g(x) = af(x) qilt,

g
&) _ o) _ fw) : - : A i :
20) oS0 = o) da sich a wegkurzt. Da bei Verhaltniskalen die Angabe von

Verhaltnissen Sinn macht, kdnnen wir auch sinnvoll prozentuale Vergleiche
durchfuhren.

Bei Verhaltnisskalen lassen sich Mittelwert und Standardabweichung sinnvoll
interpretieren. Der Funktionswert jedes Gegenstandes steht bezlglich des
Mittelwertes immer in derselben grosser oder kleiner Relation, unabhangig von der
Wahl von k. Die Standardabweichung gibt ein Streuungsmass fur durch Haufigkeit
und Distanz vom Mittelwert gewichtete Abweichungen an. Sie lasst sich nur
sinnvoll interpretieren, wenn die Distanzen vergleichbar sind, d.h. wenn
Zahlenverhaltnisse nicht nur eine Grosser- oder Kleinerrelation ausdricken,
sondern numerisch ausdruckbare Verhaltnisse zwischen Objekten. Dies ist bei
Verhaltnisskalen auf Grund der Geltung des Additionsprinzips gewahrleistet.

Zeit und Langen werden im Allgemeinen auf Verhaltnisskalen gemessen.

Intervallskala iiber M

Definition 11: fist eine Intervallskala Uber M genau dann, wenn f'eine metrische
Skala ist und

(9) es qgibt ein &, derart dass f(k) = 0 (oder eine andere Konstante)

(10) es gibt ein /, derart dass f{/) = 100 (oder eine andere Konstanten)

(11) es gibt eine vierstellige Relation O, derart dass gilt: Oxyzu genau dann, wenn

Jx) =) = fz2) = flu).
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(11) garantiert, dass das Intervall [0, 100] gleichmassig unterteilt werden kann.

Beispiel 5: Temperaturen werden oft auf Intervallskalen gemessen. Es wird ein in
der Natur leicht reproduzierbarer Zustand betrachtet, um (9) zu erfillen. Bei der
Celsius-Skala ist dies Wasser im Gefrierzustand bei einem Druck, der dem auf
Meereshdhe entspricht. Ebenso wird bezuglich (10) verfahren. Bei der
Celsius-Skala wird dem Siedepunkt des Wassers auf Meereshohe 100 zugeordnet.
Es ist eine gut bestatigte empirische Hypothese, dass sich Fllssigkeiten bei
Erwarmung ausdehnen. Wir betrachten nun ein Glasréhrchen mit einer bestimmten
Flussigkeit. Dieses wird der Temperatur des Wassers im Gefrierzustand
ausgesetzt. Der "Pegelstand" der Flussigkeit im Glasrohrchen wird markiert. Lasst
die Temperatur eines Gegenstandes aus M klnftig das Glasréhrchen diesen
"Pegelstand" erreichen, so wird ihm der Wert 0 zugeordnet. Daraufhin wird das
Glasrohrchen siedendem Wasser auf Meereshdhe ausgesetzt. Der "Pegelstand”
wird wiederum markiert. Gegenstande, die dieser Temperatur entsprechen, wird
kinftig der Wert 100 zugeordnet. Bezlglich (5) legen wir fest, dass zwei
Gegenstanden, die im Glasrohrchen denselben Pegelstand ausldsen, derselbe
Wert zugeschrieben wird. (6) wird erfullt, wenn wir festlegen, dass einem
Gegenstand mit hoherem Pegelstand eine hohere Zahl zuzuordnen ist als einem
Gegenstand mit tieferem Pegelstand. Um O von (11) zu definieren legen wir fest:
x,y,z, und u stehen in der Relation O zueinander genau dann, wenn die Distanz der
Pegelstande im Glasrohrchen von x und y gleich lang ist wie die Distanz der
Pegelstande von z und u. Um zu Uberprufen, ob O zutrifft, wird keine Langenmetrik
vorausgesetzt, da es genulgt, Langen etwa mit einem Stab zu vergleichen, ohne
diese zu messen. Um zu Zahlenzuordnungen zu gelangen, die (11) erfullen, gehen
wir wie folgt vor: Wir betrachten einen Krug und zwei Topfe a und 5 mit
Flussigkeiten, denen auf Grund der obigen Festlegungen 0 und 100 zugeordnet
werden kann. Wir mischen nun die FlUssigkeiten aus a und b im Verhaltnis -
(wobei wir die Flussigkeiten wagen). Wir halten das Glasrohrchen in die Mischung
und ordnen dem Pegelstand im Rohrchen die Zahl 100 zu. Es kann nun
empirisch Uberpruft werden, ob bei der vorgenommenen Festlegungen (11) gilt.

Die Wahl von & und / (und damit der Unterteilung) ist willklrlich. Somit erhalten wir
je nach Wahl unterschiedliche Skalen. Betrachten wir als Beispiel die Celsius-und
die Fahrenheitskalen (fund g, in dieser Reihenfolge). Eine Iasst sich in die andere
umrechnen, und zwar gilt: g(k) = —32° Fahrenheit; g(/) = 212° Fahrenheit (d.h. 0°
Celsius = —32° Fahrenheit; 100° Celsius = 212° Fahrenheit). 1° Celsius entspricht

damit 2222 — 2 35° Grad Fahrenheit. Somit erhalten wir Fahrenheit y aus Celsius

nach der Formel (z = Grad Celsius): g(x) = 2,24f(x) — 32 Fahrenheit fur x € M.

H HFe _ g(lf)_g(k/') g(l/)—g(k/-) . . .
Allgemein gilt: g(x) = Ty fx) + g(ky) . =T ist fur zwei Intervallskalen fund

g, die nach demselben empirischen Verfahren eine Messung erlauben, eine
Konstante a. Ebenso ist g(k/) fur zwei solche Skalen eine Konstante 5. Somit
erhalten wir eine Skalen g aus f'durch die lineare Transformation:

() gbx) =aflx)+b, (a>0).
af(x)+b

glx) iy . . Sx) FOE o e
) ist im allgemeinen ungleich ok da ) el Somit kdnnen Verhaltnisse

zwischen Intervallskalen nicht sinnvoll verglichen werden (d.h. wenn es z.B. laut
Celsius-Skala heute zweimal so kalt ist als gestern, gilt dies nach Fahrenheitskala
nicht. 4° Celsius ist zweimal so warm als 2° Celsius (4 : 2 = 2). In Fahrheit
entsprechen diese Temperaturen -22,32° und -27,16° Fahrenheit. Entsprechend
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machen bei Intervallskalen prozentuale Vergleiche keinen Sinn. Bei Intervallskalen

kdnnen demgegenuber Abstandsverhaltnisse sinnvoll vergleichen werden:
) _ g0)-g0) : : : : :
O = e da der zweite Term laut (/) identisch ist mit
af ) +b=(afW)+h) -~ )W)
af)+b~(afu)+b) — fo)fw)

und Kurzen).

(b verschwindet durch Subtraktion, a durch Ausklammern

Bei Intervallskalen lassen sich Mittelwert und Standardabweichung sinnvoll
interpretieren. Der Funktionswert jedes Gegenstandes steht bezuglich des
Mittelwertes immer in derselben grosser oder kleiner Relation, unabhangig von der
Wahl von k£ und /. Die Standardabweichung ist sinnvoll interpretierbar, das es auf
Grund der Geltung von (11) numerisch ausdrickbare Abstande zwischen Objekten
gibt.

Vergleich von Intervall- und Verhéltnisskala: Lasst sich M auf einer Verhaltnisskala
messen, kann M unter Umstanden auch auf einer Intervallskala gemessen werden
und umgekehrt. Entscheidend ist, ob entsprechende empirische Operationen
gefunden werden kdnnen, die fur K, V, O und geeignete Interpretation erlauben, so
dass die entsprechende Menge von Satzen erfullt werden. Betrachten wir das
Beispiel der Gewichte. Wir konnen zwei beliebige Objekte £ und [ (so dass Vik)
wahlen und festlegen f(k) = 0 und f{/) = 100. Das Intervall [0,100] unterteilen wir
wie folgt: Wir suchen 99 Gegenstande y; fur die gilt: Ky;y; und K(f(k) o y; o ...
oy99)f(l) (dieser Ausdruck bedeutet, dass f(k) o y; o ... oygg in der Relation K zu f{/)
steht). Wir ordnen nun jedem x, das in der Relation K zu y; o y, steht, 2 zu, jedem x
das in der Relation K zu y; o y, o y3 steht 3 zu usw. Dabei wird "o" gedeutet wie bei
der Einfuhrung einer Verhaltnisskale fur Gewichte.

Ebenso liesse sich flir Temperaturen eine Verhaltnisskala einfliihren. Es moge eine
gut bestatigte Hypothese sein, dass eine bestimmte Energiemenge (wie auch
immer gemessen oder bemessen), in einer bestimmten Flussigkeitsmenge bei
einem entsprechenden Verfahren einen bestimmten Temperaturanstieg auslose.
Einem solchen Temperaturanstieg ordnen wir 1 zu. Wir fangen dabei mit dem
absoluten Temperaturnullpunkt an zu zahlen und erhalten damit einen
Temperatur-Verhaltnisskala. Die Wahl einer Intervall- oder Verhaltnisskala ist somit
nicht immer durch M bestimmt, sondern wird zusatzlich durch
Nutzlichkeitsuberlegungen (wie lassen sich Naturgesetze einfacher formulieren)
und Tradition (Celsius-Skala) oder heutiges Wissen bestimmt. Die vorgeschlagene
Temperatur-Verhaltnisskala wirde namlich zu einer Intervallskala, wenn sie die
Hypothese von einem absoluten Temperaturnullpunkt als falsch erwiese.

Neben Nominal-, Ordinal-, Verhaltnis- und Intervallskalen gibt es weitere Skalen.
Abgeleitete Skalen

Auf dem Hintergrund bereits definiertert Skalen kdnnen Skalen fur weitere M
festgelegt werden. So wird z.B. die Geschwindigkeit von Gegenstanden gemessen,
indem die durchlaufene Strecke durch die bendétigte Zeit dividiert wird.
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