Reduktion des Systems von Copi (Introduction to Logic)

Bei der Reduktion eines Systems geht es darum, in einem redundanten System manche der
Regeln auf die anderen zurlickzuftihren. Die Wahl der urspriinglichen Regel ist dabei bis zu
einem gewissen Grad willkurlich. Somit sind verschiedene Reduktionen maglich.

Das System von Copi (Introduction to Logic) ist im Grunde genommen ein axiomatisches
System. Es enthalt Regeln und Axiome, wenn auch manche seiner Axiome beweisbar und
damit Theoreme des Systems sind (In seinem Buch Symbolic Logic liefert Copi ein &hnlich
redundantes System. Einige wenige Regeln und Axiome hat er dort durch andere ersetzt).

Bei der folgenden Darstellung sind die Regeln wie bei Copi (Introduction to Logic) numeriert.
"Aquivalentes Ersetzen™ flhrt er nicht als eigene Regel an (sie konnte als abgeleitete
bewiesen werden). Das folgende System kdnnte noch weiter reduziert werden.

Haben wir eine Regel als abgeleitet bewiesen, kdnnen wir sie fur den Beweis anderer Regeln
verwenden.

Wir setzen die folgenden Regeln als urspringlich voraus:

(1) Modus Ponens (MP): Ausp 0q.pfolgtq.
(7) Simplifikation (Simp), Aus p . g folgt p
(8) Konjunktion (Konj): Aus p, qfolgtp.q

(20) Reductio ad absurdum (RAA). Folgt aus einer Menge von Pramissen ein Widerspruch,
kann eine der Pramissen verneint werden.

(21) Konditionaler Beweis (KB).  Folgt aus p g, kann auf p [J g geschlossen werden.

(22) Aquivalentes Ersetzen. In einem Schema kdnnen Schemata ersetzt werden,
wenn sie laut der folgenden Liste &quivalent sind.

Wir setzen die folgenden Axiome (Aquivalenzen) als urspringlich voraus:

(10) De Morgan ~(p.9)=(~pU~0Q).
~(pdg)=(~p.~0q)

(14) Doppelte Negation (DN), p=~~p

(16) Materiale Aquivalenz (Aquiv) (p=q)=((p00q).(qOp))

Beweise

2.MT:pUqg, g0 Op
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plq

(o /0 Op

p Angenommen
q 1,3, MP
q. 2,4, Konj

(p 3,5, RAA
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3.HS:pUOqg,q0r0dpdr

1 pdq

2 qgUOr /OpOq
K P

4 q

5 r

6 pOr

4. DS:p Oq, o Uq

1 pLq

2 [p /Oq

[

4 [p. [

5 Hp Oa)

6 (pOa). Hp Oa)

7 Mq

8 q

Angenommen
1,3, MP
2,4, MP
3,5, KB

Angenommen
2, 3, Konj.

4, De Morgan
1, 5, Konj.
3,6, RAA

7, DN

5 KD: (pUq).(rUs),pOrdqos

1 (eUaq).(r0Os)
2 pOr /Oqg0s
3 pUq

4 ris

5 ~(gds)

6 ~q.~S

7 ~q

8 ~5s

9 ~p

10 ~r

11 ~p.~r

12 ~(p Or)

13 (pOr).~(dr
14 ~~(qOs)

15 qgUs

6. Abs:pOq0Op0O(p.Qq)

1 pOq/OpO(p.0q)
p
3 g
I: P.q
5 pPO(p.q)

1, Simpl

2, Simpl
Angenommen
5, De Morgan
6, Simpl

6, Simpl

3,7, MT

4,8, MT

9, 10, Konj
11, De Morgan
2, 13, Konj

5, 14, RAA
14, DN

Angenommen
1,2, MP

2, 3, Konj
2,4, KB
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9. Add: pOp Oq

1 p/OpOq

2 (b.[Y Angenommen
|73 p 2, Simp

4 p.0p 1, 3, Konj.
5 Op . ) 2,4, RAA

6 ~(~(p OQq)) 5, De Morgan

7 pq 6, DN

11. Com: (p 0g) =(q Op) sowie (p.q)=(q.p)

Bei einer Aquivalenz A = B, miissen wir beweisen, dass B aus A folgt und B aus A folgt.

1 plOqg /O0qg0dp
2 ~(qOp) Angenommen
3 ~q.~p 2, De Morgan
4 ~q 3, Simpl
5 ~p 3, Simpl
6 q 1,5, DS
7 g.~q 4,6, Konj
8 ~~(qOp) 2,7, RAA
9 gUp 9, DN

Die Umkehrung " q Op O p Og" wird analog bewiesen.

1 p.q/0qg.p

2 p 1, Simpl
3 q 1, Simpl
4 q.p 2, 3, Konj
Die Umkehrung wird analog bewiesen.

12. Ass: (pO(qOr)=((poq)dr)

1 pO(a0n/0O:((pOa)Ur)

2 ~((pdqg) Or) Angenommen
3 ~(p0Oqg).~r 2, De Morgan
4 ~(pUaq) 3, Simpl
5 ~p.~q 4, De Morgan
6 ~p 5, Simpl
7 gdr 1,5, DS
8 ~q 5, Simpl
9 r 7,8,DS
10 ~r 2,Simpl
11 r.~r 9, 10, Konj
12 ~~((pOqg) dr) 2,11, RAA
13 (pOq) Or 12, DN
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1 (pOa) O /O pO(ar)
—2 ~(P O bn)

3 ~p.~(qdr)

4 ~p

5 ~(qdr)

6 ~q.~r

7 ~q

8 ~r

9 plq

10 q

11 q.~q

12 ~~(P0U@drn)

13 p O(qOr)

13.Dist: (p.(qonN)=((p.q) o(p

Angenommen
2, De Morgan
3, Simpl

3, Simpl

5, De Morgan
6, Simpl

6, Simpl
1,8,DS

4,9, DS

7, 10, Konj
2,11, RAA
12, DN

. 1))

Angenommen
2, De Morgan
3, Simp

1, Simp

1, Simp

4, De Morgan
5, DN
7,8,DS

6,9, DS

5, 10, Konj

3, Simp

11, 12, Konj
2,13, RAA
14, DN

Angenommen
2, Simp

2, Simp

4, Add

3, 5, Konj
2,6,KB
Angenommen
8, Simp

8, Simp

10, Add

11, Comm

9, 13, Konj

8, 13, KB
1,7,14, KD

1 p.@UnN/0(p.a)U(.n
[2 ~((p.aq)U(p.1)
3 ~(P.9.~(.n
4 ~(p.q)

5 p

6 gdr

7 ~pU~q

8 ~~p

9 ~q

10 r

11 p.r

12 ~(p.r

13 (P.1N.~@(.n

14 ~~(p.g)0(.Nn)
15 (P.a)C(p.n

1 (P-a)B(p.N/Mp.(@Lrn)
2 p.q

3 p

4 q

5 gur

| 6 p.(q0r)

7 (P.-a)O(p.(aln)
—3 p.r

9 p

10 r

11 riq

12 gdr

13 p.(q0Or)

14 (P.n0(@P.(@0rn)
15 p.(q0Or)
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15. Trans: (p 0 g)=(~g O~ p)

1 pldqg/0~qgO~p

ET
~Pp

4 ~qU-~p

1 ~qO~p /0 pOq

2 P

3 =P

4 -~

) q

6 plq

16. Impl: (p 0 g) =(~p 0Q)

1 plqg /O~plq
—2 ~(~p00)

3 ~~p.~q

4 ~~p

5 p

6 q

7 ~q
| 8 qg.~q

9 ~~(~pUq)

10 ~pUq

1 ~pOq /OpQq

2 p

3 ~~p

4 q

5 plq

Angenommen
1,2,MT
2,3,KB

Angenommen
2, DN

1,4, MT

4, DN

2,5 KR

Angenommen
2, De Morgan
3, Simp

4, DN

1,5, MP

3, Simp

6, 7, Konj
2,8, RAA

9, DN

Angenommen
2, DN
1,3,DS

2,4, KB
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17. Aquiv: (2. Theorem): (p=q)=((p.q) O(~p.~q))

pP=q/0(P.q)0Cp.~0)

I—‘LOOO\ICDU'I-bOJl\)H

o

e
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|
e el
~No U hw

el
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N DN
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(pUa).(ap)
pUq

qUp
~((p-q)0O(~p.~q)
~(P.q).~(~p.~0)
p

q

p.q

~(p.0)
p.g.~(p.0q)

~p

~q

~p.~q

~(~p.~q)
~p.~q).~(~p.~0q)
~~((p.q)0O(p.~0)
(P.q9)0CFp.~q)

1, Aquiv

2, Simpl

2, Simpl
Angenommen
5, De Morgan
Angenommen
2,7, MP

7, 8, Konj

6, Simpl

9, 10, Konj
7,11, RAA
4,13, MT

12, 13, Konj
6, Simpl

14, 15, Konj
RAA, 5, 16

((P.g)d(Cp.~q)/Op=q

p.q

p

pO~q

~qOp

qUp

q

qO~p

~pOq

pUq

(pUaq). (aUp)
p=q
(p.q)U(p=0)
~p.~q

~p

~q

~pOq

pOq

~qOp

qUp

(pUaq). (aUp)
p=q
(~p.~q)U(p=0q)
p=q

Angenommen
2, Simpl

3, Add

4, Komm

5, Impl

2, Simpl

7, Add

8, Komm

9, Impl

6, 10, Konj
11, Aquiv
2,12, KB
Angenommen
14, Simpl

14, Simpl

15, Add

17, Impl

16, Add

19, Impl

18, 20, Konj
21, Aquiv
14, 22, KB
1,13, 23, KD
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18.Exp.((p.9) O =(0O(q0r))

1 (p.qOr /OpO(@Or)
—2 P
3 q
ER
r
L 6 qUr
7 pO(@Or)
1 pO@OnN/O0@(@.q)Or
2 P-q
3 p
5 gdr
L6 r
7 (p.q)Or

19. Taut: p=(p OQ)

1 p/Op0Op
2 pUp
1 pOp /Op
2 ~p
3 P

p.~p
5 ~~p
6 P
1 p/Op.p
2 p.p
1 p.p/Op
1 P

Angenommen
Angenommen
2, 3, Konj
1,4, MP

3,5 KB
2,6,KB

Angenommen
2, Simp
2, Simp
1,3, MP
4,5, MP
2,6,KB

sowie:p=p.p

1, Add.

Angenommen
1,2,DS

2, 3, Konj
2,4, RAA

5, DN

1, Konj

1, Simp
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